A POLINOMOK SZAMELMELETE

1. OSZTHATOSAG, ASSZOCIALTSAG, LEGNAGYOBB KOZOS 0SzTO

Legyen R egy tetsz8leges integritdstartomény (azaz kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes gytir(l). Ekkor az
R feletti polinomok is integritdstartomanyt alkotnak (jelolés: R [x]). Specidlisan, ha T test (a tovdbbiakban 7' mindig
egy tetszéleges testet jelol), akkor T [z] integritdstartomény. A legfontosabb példdk: C[z], R[z], Q[z], Z), [z] (ahol p
primszam). Minden f € T [x] polinomhoz tartozik egy f: T — T, ¢ — f (¢) polinomfiiggvény, amit szintén f-fel jelsliink,
de ez nem egyezik meg az f polinommal! A kovetkezé példa mutatja, hogy véges testek folott kiilonbozd polinomokhoz
tartozhat ugyanaz a polinomfiiggvény, ezért nagyon fontos, hogy ne keverjiik 6ssze a polinomot a polinomfiiggvénnyel!
(Végtelen test folott ilyen nem fordulhat elé (miért?), de ott sem szabad sszemosni a két fogalmat.)

Példa. Az f = z, g = 2% € Zy[x] polinomok nyilvén kiilonbézéek (még a fokszdmuk sem egyforma), de ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik hozzajuk:

fO0)=0=9(0) ¢ f(I)=1=g(1).
Test feletti polinomok korében az oszthatdsig hasonléan értelmezhetd, mint az egész szamok korében, és hasonld
tulajdonsagokkal rendelkezik.

Definicié (ism.). Az f € T [x] polinom osztdja a g € T [z] polinomnak (jelolés: f | g), ha létezik olyan h € T [z] polinom
amelyre g = fh.

Definicié (ism.). Az f és g polinomok asszocidltak (jelolés: f ~ g), ha f|gésg]| f.

Tétel (ism.). A polinomok oszthatdsdiga reflexiv és tranzitiv, de dltaldban nem antiszimmetrikus. Az antiszimmetria
helyett a kévetkezdt mondhatjuk: tetszéleges f,g € T [x] polinomokra f ~ g <= Je € T\{0} :g=cf. Ha f | g ésg#0,
akkor deg f < degg.

Tétel (ism.). Az asszocidltsdg ekvivalenciarelacid T [x]-en. A nulla osztdlydt kivéve minden asszocidltsdgi osztdly tartalmaz
pontosan eqy fépolinomot.

Megjegyzés. Asszocidlt polinomokat nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az oszthatdsdgot vizsgdl-
juk. Ha az oszthatdsagi relaciot az asszocialtsagi osztalyok halmazén értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és tranzitiv,
hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (T [x]/ ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/ ~= T\ {0}, legnagyobb eleme 0/ ~= {0}. Az egész szdmok gyfirijében minden asszocidltsdgi osztély {a, —a}
alakd, tehdt minden osztalyban van egy (és csak egy) nemnegativ szdm. Ha minden asszocidltsagi osztélyt a nemnegativ
elemével reprezentdlunk, akkor az (Ng;|) részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|)
részbenrendezett halmaz. Test feletti polinomgyfir{i esetén minden asszocialtsdgi osztély (a nulldét kivéve) pontosan egy
fépolinomot tartalmaz, itt tehat asszocialtsag erejéig mindig dolgozhatunk fépolinomokkal.

Tétel (ism.). Bdrmely f € T'[z] és o € T esetén
fla)=0 < z—al f

Tétel (ism.). Ha f,g € Tx], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmien meghatdrozott q és r € T [x] polinomok,
amelyekre f = qg +r és degr < degy.

Definicié (ism.). A d € T [z] polinom legnagyobb kézos osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha teljesiil a kévetkezd
két feltétel:
(1) d|fésd]|g;
(2) VEeT[x]: (k| fésk|g) = k]|d.
Hasonlban definidlhaté polinomok legkisebb kdzds tobbszordse is.

Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté a definicidja a kovetkez6képpen is értelmezhetd. Tetszéleges f € T [x] polinomra
jelolje Dy az f polinom Osszes osztéinak halmazat: Dy = {k € T'[z] : k| f}. Ekkor Dy N Dy nem més, mint f és g
kozos osztéinak halmaza, Inko (f, g) pedig ennek az oszthatdsig szerint részbenrendezett halmaznak a legnagyobb eleme.
Pontosabban, mivel az oszthatdsag csak asszocialtsag erejéig antiszimmetrikus, a teljesen preciz megfogalmazas ugy szdl,
hogy Inko (f, g) asszocidltsdgi osztdlya a ((Dy N Dy)/ ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. Innen is l4tszik,
hogy a legnagyobb kozos oszt6 csak asszocialtsag erejéig van meghatdrozva; megallapodas szerint altaldban f&polinomot
véalasztunk (igy mar egyértelmii az Inko). Nemnulla polinomok esetén Inko (f, g) gy is definidlhatd, mint f és g legnagyobb
fokszadm kozos osztdja (asszocidltsdg erejéig). (Miért nem j6 ez a definicié Inko (0, 0) esetén?)

Tétel (ism.). Bdrmely két f,g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb kozds osztdja és legkisebb kizds tobbszdrise, és ezek
asszocialtsag erejéig egyértelmiien meghatdrozottak. A legnagyobb kézos 0sztd kiszamithatd az euklideszi algoritmussal.
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2. KETISMERETLENES LINEARIS ,,DIOFANTOSZI” EGYENLET
Tétel. Az f,g € T [z] polinomok legnagyobb kizds osztdja mindig kifejezhetd f és g linedris kombindcidjaként”:
Ju,v € T[z]: fu+gv=Inko(f,g). (2.1)

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.3. Tétel (utolsé allitdsdnak) bizonyitasdhoz. Ha f = 0 vagy g = 0, akkor az allitas
trivialis. Tegyiik fel tehdt, hogy f,g # 0, és tekintsiik az Gsszes fu + gv alakd polinomok I halmazat:

I={fu+gv:uveTlx]}.

Nyilvan 0 € I, de vannak I-ben nemzéré polinomok is (példaul f és g). Legyen d az I\ {0} halmaz (egyik) legkisebb
fokszamu eleme. Mivel d € I, vannak olyan wug,vg € T [z] polinomok, amelyekre fug + gvg = d. Megmutatjuk, hogy
d ~ Inko(f,g). A legnagyobb kozos oszté definiciéjanak mdasodik pontja nyilvén teljesiil d-re: ha k | f és k | g, akkor
k| fup+gvg = d. A definicié elsd pontjahoz igazolnunk kell, hogy d | f. Tegyiik fel, hogy d 1 f; ekkor ha f-et maradékosan
osztjuk d-vel, a keletkez$ r maradék nem lesz nulla: f = gd + r, ahol degr < degd és r # 0. Az r polinom is eleme az [
halmaznak, hiszen r = f —qgd = f — ¢ (fuo + gvo) = f (1 — qug) + g (—quo). Mivel r nem nulla, és foka szigordan kisebb
d fokanal, ellentmondast kaptunk, hiszen d minimalis fokszdmu eleme volt az I\ {0} halmaznak. Ez az ellentmondds azt
mutatja, hogy d | f, és hasonléan bizonyithaté a d | g oszthatdsdg is. Ezzel beldttuk, hogy d eleget tesz a legnagyobb
kozos oszt6 definicidjdnak, azaz d ~ Inko (f, g); mésrészt d = fug + gvo, és ez igazolja a tétel &llitasat. O

Megjegyzés. Figyeljiikk meg, hogy a bizonyitds nem tugy tortént, hogy vettiik f és g legnagyobb ko6z6s osztojat, és
megmutattuk réla, hogy eléall fu 4+ gv alakban, hanem vettiink az ilyen alakii nemnulla polinomok ko6ziil egy minimalis
fokszamut, és arrél mutattuk meg, hogy nem mds, mint Inko (f, g). Tehdt tulajdonképpen bebizonyitottuk, hogy létezik
barmely két f,g € T [x] polinomnak legnagyobb kozos osztéja (ha eddig nem tudtuk volna).

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f,g € T [x] polinomok relativ primek, ha Inko (f, g) ~ 1. Jelolés: f L g.

Tétel. Tetszbleges f,g,h € T [x] polinomok esetén, ha f L g, akkor f | gh <= f | h.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.5. Tétel bizonyitdsdhoz. Az nyilvdnvals, hogy f | h = f | gh (ehhez nincs is
sziikség az f L g feltevésre). A mésik irdny bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy f | gh, és frjuk fel f és g legnagyobb kozos
osztdjat (2.1) szerint Inko (f, g) ~ 1 = fu+ gv alakban. Szorozzuk be az egyenldséget h-val: h = fhu+ ghv. Vildgos, hogy
f 1 fhu, és az f | gh feltevésiink miatt f | ghv is teljesiil. Tehdt az 6sszeg mindkét tagja oszthaté f-fel, és ez mutatja,
hogy f | h. O

Tétel. Tetszdleges f,g,h € T [x] polinomok esetén, ha lnko (f,g) ~ 0, akkor

I
Inko (f,g)

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.6. Tétel bizonyitdsdhoz. Legyen d ~ lnko (f,g) ~ 0, tovabbd legyen f = fod
és g = god (miért tudjuk f-et és g-t igy felirni alkalmas fo,g9 € T [z] polinomokkal?). Elészor megmutatjuk, hogy
fo L go. Ismét (2.1)-et hasznélva d felirhaté d = fu + gv = d (fou + gov) alakban. Egyszeriisitve! d-vel azt kapjuk, hogy
fou + gov = 1. Ebb68l mar kévetkezik, hogy fo L go, hiszen fy és go barmely k kozos osztéjara k | fou + gov = 1, tehat
k ~ 1. A bizonyitandé (2.2) allitas igy fest: fod | godh <= fo | h; a bal oldalt d-vel egyszertisitve ezt atfogalmazhatjuk
dgy, hogy fo | goh < fo | h. Ez pedig mér kovetkezik az el6z6 tételbdl, hiszen fo L go. O

flgh = | h. (2.2)

Tétel. Legyen T egy test és f,g,h € T [x] (nemnulla) polinomok. Ekkor az fu+ gv = h kétismeretlenes linedris ,dio-
fantoszi” egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra nézve, ha Inko (f,g) | h. Ha
(up,vo) egy megoldds, akkor bdrmely t € T [x] esetén az aldbbi (u,v) pdr is megoldds, tovabbd minden megoldds eldall
ilyen alakban a t € T [z] polinom alkalmas megudlasztdsdval:

g f
— 94 —vg— — 1.
Uo + Inko (f,g) YT ko (f.9)

u =

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.7. Tétel bizonyitdsdhoz. Tegyiik fel, hogy f, g # 0; ekkor d := Inko (f, g) # 0. El6szor
azt igazoljuk, hogy az egyenlet megoldhatésagdnak sziikséges és elegend6 feltétele d | h. Az elegend8ség bizonyitasahoz
tegyiik fel, hogy d | h; ekkor h = dhg alkalmas hy € T [z] polinommal. Elészor (2.1) szerint keressiink olyan w,v € T [«]
polinomokat, amelyekre d = fu + gv, majd szorozzuk be mindkét oldalt ho-lal: h = dhg = f (Who) + g (Vho). Ez azt
jelenti, hogy u = whg és v = vhy megoldasa az egyenletnek. A madsik irdany igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy van megoldés,
azaz fu+ gv = h teljesiil valamely u,v € T [z] polinomokra. Tudjuk, hogy d | f,g (miért?), és ebbdl kovetkezik, hogy
d | fu+ gv =h. Tehat a d | h feltétel nemcsak elegendd, hanem sziikséges is az egyenlet megoldhatésagdhoz.

IFigyelem: nem leosztunk, hanem egyszerfisitiink! A T [z] polinomgyfirtiben nincs definidlva az osztés miivelete (a racionalis tortek 1" ()
testében mér igen, de erre nincs sziikségiink). Minden integritdstartomanyban, igy T [z]-ben is érvényes ez az egyszertisitési szabdly: ha ac = be
és ¢ # 0, akkor a = b. Ezt a nullosztémentességre tdmaszkodva kénnyti igazolni (HF). A tételben szerepld m kifejezést sem kell osztasként

értelmezni; ez csak egy jelolés az fp polinomra.
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A tétel masik allitdsdnak igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy van egy (uo,vo) megolddsunk; tudjuk, hogy ekkor d | h. frjuk
fel szokas szerint az f, g polinomokat f = fod, g = god alakban. Jelolje M az egyenlet Gsszes megoldasainak halmazét:
M ={(u,v): fu+gv=h} CTx] x T[z]. Azt kell bizonyitanunk, hogy

(u,v) e M <= FteT[z]: u=uy+ got, v=1v9 — fot.

A, = 7 irdny igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy (u,v) € M. Kordbban feltettiik azt is, hogy (ug,vo) is egy megoldas, tehat
fu4gv=h= fug+gvy. Rendezés utén azt kapjuk, hogy f (u — up) = g (vo — v). Itt a jobb oldal szemldtomdst oszthaté
g-vel, ezért g | f(u—ug). EbbSl (2.2) alapjén kovetkezik, hogy go | © — ug. Az oszthatdsdg definicidja szerint ez azt
jelenti, hogy van olyan t € T [z] polinom, amelyre v — ug = got. Ezzel megkaptuk, hogy u = ug + got, a v-re vonatkozd
formuldt pedig egyszerii visszahelyettesitéssel nyerjikk: g (vog —v) = f (u — up) = fgot, tehdt vg —v = fot (miért?), amibol
rogton adodik, hogy v = vg — fot.

A, < 7 irdny igazoldsdhoz tegytiik fel, hogy u = ug + got, v = vg — fot. Csak be kell helyettesiteni az egyenetbe, hogy
lassuk, hogy (u,v) valéban megoldas: fu-+gv = f (ug + got) + g (vo — fot) = fuo+gvo+ (fgo — gfo) t = fuo+ gvo (miért
lesz fgo — gfo = 07), ez pedig valéban egyenld h-val, hiszen feltettiik, hogy (ug,vo) egy megoldédsa az egyenletnek. O

Példa (20b). Szdmitsuk ki az f és g polinomok legnagyobb kozds oszt6jét, és adjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenlet
egy megolddsat az R [z] polinomgytiriiben. Az Inko segitségével hatdrozzuk meg f és g komplex gyokeit.

f=a*+223 —2? — 4z — 2, g=at+a23—2% -2 -2
Megoldas: Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az f és g polinomokra (amelyik polinomnak van ,neve”, arra mindig
a nevével hivatkozunk a jobb 4tldthatésdg kedvéért):

osztando = héanyados - oszt6 + maradék
(1) [ = l-g + 2°—22
(2) g = (@+1)-(z*-22) +
(3) a*—22 = z-(2=2) + 0

A legnagyobb kozos oszté az utolsé nemnulla maradék: Inko (f, g) N. Ezzel a polinommal f és g is oszthatd:

f=<)-(x2+2x+1) és 92()-(x2+x+1).

Ebbdl rogton megkapjuk f és g gyskeit (multiplicitdssal):
1 3 1 3
f gyokei: V2,-v2,-1,-1; g gyokei: V2,2, —3 + gi, 5~ gz
Megfigyelhetjiik, hogy f és g kozos gyokei ugyanazok, mint Inko (f, g) gyokei.
A | diofantoszi” egyenlet megolddsihoz fejezziik ki a maradékot az euklideszi algoritmus sordn elvégzett mindegyik
osztdsndl (az utolsét kivéve):

maradék = osztandé — hanyados-o0szt6
(1) ad — 20 = f= 9

(2) Inko(f,g) ~[22—2] = g - (z+1)-(z*—20)

Az a célunk, hogy mindegyik maradékot f és g segitségével irjuk fel (fu + gv alakban). Az els§ osztds maradéka madris
ilyen alakban van: z3 — 2z = f — g. Ezt behelyettesithetjilkk a mdsodik osztds maradékanak fenti felirdsdban x> — 2z
helyére:

Inko (f,9) ~[2% = 2| =g = (@ +1) (2° = 22) =g = (@ + 1) (f ~g) = (~o = 1) - [+ (£ +2) - g
Ebbdl leolvashatjuk az fu + gv = lnko (f, g) egyenlet egy megolddsdt: v = —x — 1, v =z + 2.
Példa. Szédmitsuk ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztéjét, és adjuk meg az fu+gv = 1 egyenlet egy megoldasat
a Zy [z] polinomgyfriiben.
f=a*+22%4+52% + 22 + 5, g =2x° +42° + 4z
Megoldas: Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az f és g polinomokra (amelyik polinomnak van ,neve”, arra mindig
a nevével hivatkozunk a jobb 4tldthatésdg kedvéért):

osztand6 = hanyados-oszt6 + maradék
(1) f = 4z + 322+2z+5
(2) g = (Bz+14) (32?2 +22+5) + 2u+1
(3) 322+20+5 = Gr+2) @o+1) +
(4) 2e+1 = (Bz+5)-3 + 0
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(Az utolsé osztést ki is hagyhattuk volna, mert 3 ~ 1, tehdt barmilyen polinomot osztunk is 3-sal, mindig 0 lesz a

maradék.) A legnagyobb kozos oszté az utolsé nemnulla maradék: Inko (f, g) ~ |3 |~ 1.
A diofantoszi egyenlet megoldasdhoz fejezziik ki a maradékot az euklideszi algoritmus sordn elvégzett mindegyik osz-
tasndl (az utolsét kivéve):

maradék = osztandé — héanyados - 0sztd
(1) 32 +20+5 = f — 4z-g
(2) 241 = g — (Bz+14)- (322 +2z+5)

(3) Inko(f,g) ~|3]

Az a célunk, hogy mindegyik maradékot f és g segitségével frjuk fel (fu + gv alakban). Az elsd osztds maradéka mér
ilyen alakban van. Ezt behelyettesithetjiikk a mésodik osztas maradékanak fenti felirasédba:

20 +1=g— (Bz+4) (32 +22+5)=g— Ba+4) - (f—4dz-g) = (42 +3) - f+ (Ba® + 22+ 1) - g.
A harmadik osztds maradékanak fenti felirdsdba behelyettesitjiik az elsé két osztdas maradékanak f és g segitségével felirt
alakjat:

322 +22+5 — (bz+2)-(2z+1)

Inko (f, g) ~=§x2 +22+5—- (52 +2) - 2241) =

=(f-4z-9) - 5z +2) - ((13:4—3) f+ (52® + 2z + 1) -g) =

= (2 +52+2) - f+ (32 +2*+2+5) 9.
Azt kaptuk, hogy

(2> +52+2) - f+ (B +2°+a+5) g=3
Mér majdnem készen vagyunk, de nekiink nem 3-t, hanem 1-t kell felirnunk fu + gv alakban. (Mivel 3 ~ 1, mindkett

segyformén j6” legnagyobb kozos oszténak, de a feladatban most konkrétan 1 szerepelt.) Ehhez be kell szoroznunk az
egyenlSséget 3 multiplikativ inverzével, vagyis 5-sal:

(Ba® + 4z +3)- f+ (2 +52? + 5z +4) - g=1
Ebbdl leolvashatjuk az fu + gv = 1 egyenlet egy megolddsat: u = 522 +4x + 3, v = 23 4+ 522 4+ 5z + 4.

3. KONGRUENCIARELACIO, MARADEKOSZTALYOK

Definicié. Tetszdleges f,g,m € T [x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m (jelolés f = g (modm)),
ham| f—g.

Megjegyzés. Egész szamokndl fel szoktuk tenni, hogy m > 2. Itt semmilyen kikotést nem tettiink a modulusra, ezért
el6fordulnak ,degeneralt” esetek is. Ha m = 0, akkor f = ¢ (modm) <= f = g (miért?). Ha pedig m ~ 1 (azaz m
nemzérd konstans polinom), akkor f =g (modm) teljesiil minden f, g € T [z] esetén (miért?).

Tétel. Ha 0 # m € T [z], akkor tetszdleges f,g € T [x] polinomok esetén f = g (modm) akkor és csak akkor teljesiil, ha
f €s g ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.9. Tétel bizonyitdsdhoz (HF). O

Tétel. A mod m kongruencia ekvivalenciareldcid T [x]-en, tovdbbd tetszbleges f1, g1, fa, 92 € T [x] esetén érvényesek az
alabbiak:
fi=g1 (modm)

fo=gs (modm)} = fitfa=q+g, fi-f2=g1 92 (modm).

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.10. Tétel bizonyitasdhoz; itt is ugyanigy lehet visszavezetni a kongruencia tulaj-
donsdgait az oszthatdsag tulajdonsdgaira, mint az egész szdmok korében (HF). O

Tétel. Tetszbleges f,g,h € T [x] esetén az fu=h (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhatd meg (az
ismeretlen u € T [x] polinomra nézve), ha lnko (f,m) | h.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonl6 a 2.17. Tétel (els6 allitdsdnak) bizonyitdsahoz; itt is ugyanigy lehet visszavezetni a
linedris kongruenciat kétismeretlenes linedris ,,diofantoszi” egyenletre, mint az egész szdmok korében (HF). O

Definicié. A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m maradékosztdlyoknak nevezziik. Az f €
T [x] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeloli: f = {ge T[z]: f =g (modm)}. A maradékosztdlyok
halmazat (vagyis a modulo m kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) T [z] / (m) jeldli, azaz T [z] / (m) = {f : f € T [z]}.
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Megjegyzés. A T [z]/(m) halmaz a Z,, halmaz analogonja, csak itt kicsit csinydbb a jelolés. A jelélésnek megvan a
pontos magyardzata: (m) jeloli az m polinom altal generdlt féidedlt a T [x] polinomgytiriiben, T [z] / (m) pedig az ehhez
az idedlhoz tartozé faktorgyirije T [x]-nek. Ezeket a fogalmakat majd absztrakt algebrabdl tanuljuk. Lehetne Z,, helyett
is Z/ (m)-et {rni, de ott szokds az egyszertibb Z,, jelolést haszndlni.

Definicié. A modulo m maradékosztdlyok halmazan értelmezziik az dsszeadést, az additiv inverz képzését és a szorzast
a kovetkezOképpen: tetszéleges f,g € T [x] esetén legyen f+g=f+g, —g=—9, f-G=f"g.

Allitas. A fenti miveletek joldefinidltak, azaz maradékosztdlyok dsszege (addditiv inverze, szorzata) nem fiigg attdl, hogy
az egyes maradékosztdlyokbdl melyik elemet vdlasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miuveletekkel T [x] / (m) kommutativ
egységelemes gydrit alkot (maradékosztaly-gytlirii). Ha degm = n > 1, akkor a T [z]/(m) maradékosztdly-gyiri
minden eleme egyértelmiten felirhaté az aldbbi alakban:

Q12" 1+ +ajxz+ag (an-1y-..,a1,a0 €T).

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.13. Tétel bizonyitdsahoz; itt is a kongruencia tulajdonsigai garantaljik, hogy
a maradékosztalyok Osszege, additiv inverze és szorzata joldefinialt, és itt is ugyanuigy lehet visszavezetni a miiveleti
tulajdonsdgokat a T' [x] gyfiriibeli tulajdonsdgokra, mint ahogy a Z,, halmazon definidlt mtiveletek tulajdonsdgait vissza-
vezettiik az egész szamok megfeleld miiveleti tulajdonsdgaira (HF). A tétel utolsé allitdsa annak a ténynek felel meg, hogy
Ly = {6, 1,...,m— 1}, és azon mulik, hogy ha egy tetszéleges f € T [z] polinomot maradékosan osztunk az n-edfokid
m polinommmal, akkor a maradék mindig egy legfeljebb (n — 1)-edfokd polinom lesz, tovdbbd a maradék egyértelmiien
meghatdrozott. Tehdt minden f € T [x] polinomhoz létezik egy és csak egy f1 € T [z] polinom, amelyre f = f; (modm)
és deg f1 <n—1. O

Tétel. Az f € T [x]/(m) maradékosztdlynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ inverze, ha f és m relativ primek.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé a 2.19. Tétel bizonyitasdhoz; itt is a linedris kongruencia megoldhatdségi kritériumat
kell alkalmazni (HF). 0

Koévetkezmény. A T[]/ (m) maradékosztdly-gylri akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T felett.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlé a 2.21. Kovetkezmény bizonyitasahoz; csak a ,degenerdlt” eseteket kiilon meg kell nézni.

e Ha m = 0, akkor m nem irreducibilis, és T [z] / (m) valéban nem test, mert minden f € T [x] polinomra f = {f},
tehdt T [x] / (m) lényegében ugyanaz, mint T [z] (szaknyelven: a T [z] / (m) és T [z] gylirtik izomorfak egyméssal),
mérpedig T [z] nem test (miért?).

e Ha m ~ 1, akkor m megint csak nem irreducibilis, és T [x] / (m) valéban nem test (miért?).
e Ha degm > 1 és m nem irreducibilis, akkor van nemtrividlis felbontdsa: m = fg, ahol 1 < deg f,degg <

degm (lasd az 5.6. Allitast). Ekkor f,g # 0, de f-g = 0, tehét T'[x] / (m) nem test (sét, még csak nem is
integritdstartomény).

e Ha m irreducibilis, akkor 7' [x] / (m) kommutativ egységelemes gy{ir(i, amelynek legaldbb két eleme van (miért?),
tehdt ahhoz, hogy beldssuk, hogy T [x] / (m) test, elég ellenérizni, hogy minden nemnulla elemének van multip-
likativ inverze. Legyen tehat 0 # f € T'[z]/ (m), és keressiik f multiplikativ inverzét. Mivel m irreducibilis és
m{ f (miért?), ezért f L m (miért?). Az el6z6 tétel szerint ekkor f-nak valéban létezik multiplikativ inverze.

([

4. TRREDUCIBILIS POLINOMOK, IRREDUCIBILIS FAKTORIZACIO

Definicié (ism.). A p € T [z] polinom irreducibilis, ha legaldbb els6foku, és csak gy bonthaté két polinom szorza-
téra, hogy az egyik tényezd asszocidlt p-hez. (Ekkor a mdsik tényezd sziikségképpen asszocidlt 1-hez; ilyenkor trividlis
faktorizdciordl beszéliink.) Formdlisan:

Vi,geT[z]:p=fg = (p~ fvagyp~yg).

Allitas (ism.). Legyen T egy test ésp € T [z]. A p polinom akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha legaldbb elsSfoki,
és nem bonthatd deg p-nél kisebb fokszami polinomok szorzatdra:

Bf.geT(x): p=f-g és 1<degf degg <degp.

Megjegyzés. Gyliriik felett ez dltaldban nem igaz! Példdul a p = 2z € Z [z] polinom nem irreducibilis Z felett, mert a
p =2 -z felbontds itt nem trividlis (miért?).

Definici6 (ism.). A p € T [z] polinom prim, ha legaldbb elséfoki, és valahdnyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor
osztéja a szorzat egyik tényezGjének. Formélisan:

Vf,geTlz]:plfg = (| fvagyplyg).

Tétel (ism.). Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsdg ekvivalens.
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Allitas (ism.). Tetszbleges T testre és f € T [x] polinomra. ..
o deg f =1 esetén f irreducibilis T felett, és van gydke T-ben;

o deg f € {2,3} esetén f pontosan akkor irreducibilis T felett, ha nincs gydke T-ben;
e deg f > 4 esetén ha f irreducibilis T felett, akkor nincs gyoke T-ben.

Megjegyzés (ism.). Az utolsé pontbeli implikdcié megforditdsa nem igaz: ha deg f > 4, akkor énmagdban az a tény,
hogy f-nek nincs gyoke T-ben még nem garantélja, hogy f irreducibilis T" felett (keressiink példat!).

Tétel (ism.). Test feletti polinomgydritben minden legaldbb elséfoki polinom felbomlik irreducibilis polinomok szorzatdra,
és ez a felbontds lényegében (azaz a tényezdk sorrendjétdl és asszocidltsdgtdl eltekintve) egyértelmd.

Megjegyzés. A felbontds tényezbk sorrendjétdl és asszocidltsagtdl eltekintve egyértelmii voltdt a kovetkezbképpen lehet
permutaciok segitségével precizen megfogalmazni: Ha py - ... - p, és q1 - ...+ ¢ ugyanazon polinom két irreducibilis
faktorizacidja, akkor n = m, és létezik olyan 7 € S, permutdcid, hogy p; ~ ¢r(;) minden i = 1,...,n esetén.

Tétel (ism.). Minden legaldbb elsdfoki komplex egyiitthatds polinomnak van gyike a komplex szdmok testében.
Koévetkezmény (ism.). A komplex szdmok teste felett pontosan az elséfokid polinomok irreducibilisek.

Koévetkezmény (ism.). Minden legaldbb elsdfoki komplex egyiitthatds polinom elséfoki polinomok szorzatdra bomlik. Ha
f=apz"+---+a1x+ag € Clz] (n>1,a, #0), akkor f-nek multiplicitdssal szdmolva pontosan n gydke van. Ha ezek a
gyokok i, ..., o, (mindegyiket annyiszor feltintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor f = an (x — 1)+ (x — ap). Ezt
nevezziik a polinom gydktényezds felbontdsdnak.

Tétel (ism.). Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valds szamok teste felett, ha elséfoki, vagy
olyan mdsodfokid polinom, melynek nincs valés gyoke. Tehdt az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezdk:

e ar+b (a,beR,a#0);
o ax’+bxr+c (a,b,ceR,a;&07b2—4ac<0).



